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Résumé

Nous rassemblons quelques éléments sur les solutions discontinues de
systémes de lois de conservations : solutions faibles, entropie, ondes simples,...
Nous illustrons notre propos dans le contexte de la dynamique des gaz
(écoulements multidimensionnels, probléme de Riemann).
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1 Introduction

Notre objet est de décrire quelques solutions discontinues, pertinentes du
point de vue physique, pour des systémes de lois de conservation en plusieurs
dimension (physique) d’espace. Nous considérons donc des systémes de lois de
conservations :

v "L 0fi(v)
o +; S =0 (1.1)
ou v = (v1,...,vm) € R™ et vy = vp(z,t),z € R", ¢>0.

Selon la situation,  pourra étre restreint & un ouvert (borné ou non) Q de ’es-
pace IR" et v pourra étre assujetti & prendre ses valeurs dans un ouvert G de
IR™. Nous sommes guidés par la volonté de tester certains schémas numériques
d’intégration introduits dans Le Coq [2] et Ghidaglia [1]. Ainsi nous souhaitons
disposer a la fois de solutions particuliéres et de renseignements qualitatifs gé-
néraux sur les solutions de (1.1).

Nous rassemblons donc ci-aprés un certain nombre de résultats qui sont pour
la plupart disséminés dans la littérature.

La section suivante est consacrée a la construction et a I’étude de solutions
faibles (c’est a dire au sens des distributions) de (1.1). Nous y discutons aussi la
relation entre multiplicité et entropie. La 3éme Section est consacrée a 1’étude
de certains systémes de la dynamique des gaz (équations d’Euler). Cette sec-
tion se terminant par la construction de la solution du probléme de Riemann
monodimensionnel dans le cas des gaz parfaits polytropiques.

2 Solutions faibles, quelques exemples

Considérons le systéme (nous nous restreignons pour la simplicité de I’exposé
aucasoun=1):

0 0
a—:+ g(;):o, r€ IR, t>0, (2.1)
v(x,0) = vo(x), (2.2)



ot v € G un ouvert de IR™ , m > 1et f: R™ — IR™ est réguliére.

Dans ce qui suit, nous supposerons que la donnée initiale vy est de la forme

vy pour =<
vo() = { vy pour x>¢& (2.3)

oti £ est un point donné de ’axe réel IR. Nous simulerons (2.1) sur un intervalle
[0, 2¢] et imposerons numériquement aux bornes du domaine une condition de
Neumann

Jv Jv

Compte tenu de la vitesse finie de propagation! des pertubations pour (2.1),
nous sommes assurés que pour des temps assez petits,

v(0,1) = vy, v(2¢,t) = va, (2.5)

disons pour ¢ < T*(vg, v4).

2.1 Solution discontinue, relation de Rankine-Hugoniot

Considérons une solution faible de (2.1) qui a la structure suivante:

vg(,t) pour z < o(t),
v(e,t) = (2.6)
va(z,t) pour x > o(t),

ou X = {(c(t),t)} est une courbe réguliére du demi plan IR x IR, v, et vg étant
des fonctions réguliéres solutions de (2.1). Rappelons alors la

Définition 1 Une fonction mesurable et localement bornée v: Rx IRy — G C
IR™ est solution faible de (2.1) - (2.2) si pour toute fonction ¢ de classe C°° et
. 2 . e

a support compact dans IR”, a valeurs dans IR"", on a

/Ooo /]R (%—f.v + g—i. (v)) de dt = /]R o(x,0)vo(z)de. (2.7)

On vérifie alors aisément par intégration par partie que, désignant par [v] le
saut de v sur X:

1. Cela sous-entend que ce systéme est hyperbolique.



[Wlt) = lm wg(z,t)— lLm wvy(x,1), (2.8)

z—o(t)t z—o(t)~
et avec les notations et hypothéses qui précédent on a le résultat suivant.

Théoréme 1 Relations de Rankine-Hugoniot. La fonction v définie en (2.6)
est solution faible de (2.1) - (2.2) si et seulement si pour tout t > 0,

N0 = @), (29)

Ainsi dans le cas ot le saut a lieu sur une droite o(t) = £+ st et ot vy(z,t) =
vg, vq(z,t) = vg on trouve

flug) — fva) = s(vg — va). (2.10)

La relation (2.10) peut aussi &tre lue & Ienvers, i.e. étant donné vg, (2.10)
permet de trouver les vecteurs v, qui peuvent étre reliés & vg par un choc (at-
tention s est aussi une inconnue).

Traitons ’exemple du p-systéme.

Ezemple 2.1. Ici G = Ry, x IR,m = 2,v = (p, pu), f(u) = (pu, pu* + p(p)) ou
7' (p) > 0. Dans ce cas (2.10) s’écrit (pg = p(pg), pa = p(pa)),

Pgllg — patta = $(pg — pa), 511
L Py~ pa~ pa = ${pgrtg — (211)
Pgtiy + Py — patty — Ppd = S(pgttg — pata).
On trouve alors si py # pg (sinon ug = ug),

5 — Pgltg — Pdld
Pg — Pd

ug:udi\/(pg_pd)(i—i)~ (2.12)

Ainsi (2.10) posséde ici deux solutions.



2.2 Condition d’entropie

L’exemple que nous venons de traiter montre que lorsqu’un état (pq, ugq) peut
étre relié via un choc a un état (py, ugy), alors il peut étre relié a un deuxiéme état
différent. Ceci n’est pas compatible avec ’expérience et une des deux solutions
sera exclue par I’étude de I’évolution de I’entropie du systéme.

Une fonction 1 : G — IR est dite entropie du systéme (2.1) §’il existe une
fonction ¢ : G — IR (dite flux de D’entropie ) telle que

dn(v)df(v) = dy(v), Yv € G. (2.13)
Montrons alors le résultat.

Théoréme 2 On suppose que G est simplement connexe. Une fonction n €
C*(G, IR) est une entropie de (2.1) si et seulement si la “matrice” d*n(v).df (v)
est symétrique.

Démonstration Suppposons que (2.13) a lieu et différencions (2.13), il vient

d*n(v)df (v) + dn(v).d* f(v) = d*(v) (2.14)

Puisque les matrices dn(v).d?f(v) et d*y(v) sont symmétriques, la matrice
d*n(v)df(v) est symmétrique. Réciproquement si cette matrice est symétrique,
la forme différentielle w = Zk,l ;T”k%dvl est fermée (dw = 0). L’ouvert G étant
simplement connexe, w peut étre intégrée w = dip et alors (2.13) a lieu.

Ainsi le probléme de ’existence d’une entropie revient a résoudre un systéme

linéaire

o~ P Of X~ 0 Of
= —— 1< <k 2.15
Z Ov Ovy Ovpy, Z v vy, Ovp T m<S ( )
k=1 k=1
de M”;—_ll équations aux dérivées partielles pour la fonction n(vy, ..., o).

Lorsque m = 1, il n’y a aucune condition : toute fonction 7 est une entropie.
Lorsque m = 2, il y a une équation

Oh _On_  0f2 & _Oh & 0f2
81)2 801801 81)2 802801 o 81)1 81)181)2 81)1 81)281)2

(2.16)

qui posséde un espace vectoriel de dimension infinie de solutions 7.

) 2

Lorsque m > 3 mm=1) > 2,1l y a donc trop d’équations pour une seule
inconnu 7 et (2.15) ne posséde en général pas de solution autre que les solutions



affines n(v) = Mv + c.

Toutefois les systémes du type (2.1) provenant de la physique possédent en
général une entropie i qui est de plus une fonction strictement convexe.
Ezemple 2.1 (suite). Introduisons les fonctions f et g en prenant

Fp) = p/p(f), (2.17)
9(p) = pf'(p). (2.18)
On vérifie alors que
n(p, pu) = u; + f(p), (2.19)
blpopm) = %+ gl (2.20)

est un couple entropie-flux et que p’(p) > 0 assure que la fonction 7 est sticte-
ment convexe:

1

0
8vk 31)1

& > 0 pour € € IR*\{0}. (2.21)

2
k=1

Lorsque v est une solution réguliére de (2.1), la relation (2.13) entraine im-
médiatement que

5 5 =0. (2.22)

D’autre part si v, ayant la structure (2.6), est solution faible de (2.22), on
vérifie comme pour (2.9) que

0 = 2w, (2.23)

Mais en général (2.9) et (2.23) sont incompatibles: (2.1) et (2.22) ne peuvent
étre satisfaites simultanément. Dans le cas de systémes issus de la physique, le
second principe (c’est —n qui joue le role d’entropie physique) permet d’affirmer
qu’en présence de discontinuités, on aura au lieu de (2.22):



In(v) | 9¢(v)
a1 + o <0. (2.24)
Montrer (2.24), dans le cas général, est un probléme ouvert & ce jour. On peut
toutefois obtenir cette inégalité en supposant que “la” bonne solution de (2.1)
s’obtient par passage a la limite sur un probléme “visqueux” lorsque le paramétre
de viscosité tend vers zéro. Précisons légérement ce point. Soit D(v) une matrice
de diffusion pour la métrique induite par V27 :

m 2
Y Dijv) O e, >0, ve e R, Vo e G, (2.25)
i k=1 Ovj Ov

et considérons au lieu de (2.1), le systéme

3L€ of(v°) i o\ 0v°
ot + Oz _Eﬁx(D(v)ﬁx

Ezxemple 2.1 (suite) Sinous prenons la viscosité de Navier-Stokes nous avons

). (2.26)

dp , Olpu) _
ot + dx 0
(2.27)
opw) | Opu® +plp) _ 0%u
ot Ox 922’
et alors D(v)§ = (0, —23& + %52) vérifie bien (2.25):
2 1 (& wa)
(e T = 5 (£-25) >0 (2.28)

Faisons donc I’hypothése que la solution faible de (2.1) que nous voulons
sélectionner est limite de solutions réguliéres de (2.26). Multiplions alors cette
équation par Vn(v¢), il vient

an(vs) | 9¢(v7) 9 . .
ST e = 3 (D(” )5z Vi ))

O Ot (2.29)
2 € €
—(V n(v)ﬁx’D(v)ﬁx)'
Ainsi sous I’hypothése (2.25),
On(vs)  Ov(v) _ 0 N



Dans le cas ot sur chaque compact K de IR % Rj_, nous avons pour un certain
go > 0,

a &

sup / ‘ V| dedt + sup |v°(x,t)] ] < C(K) < o0, (2.31)
0<e<eo \JK | 0% (z,t)EK

il est possible de montrer qu’une valeur d’adhérence de la suite (v°) vérifie (2.24)

4 la limite ¢ — 0. Noter que (2.31) est bien compatible avec le fait que v soit

discontinu. Etablir (2.31) est un probléme ouvert a ce jour.

Ainsi v ayant la structure (2.6) sera solution faible de (2.22) si

W (1) < S )] ). (2:32)

Cette condition, dans le cas d’une solution avec discontinuité sur la droite o (¢) =
& + st s’écrira

U(va) = ¥ (vg) < s(n(va) = nlvg))- (2.33)

Ezemple 2.1 (suite). Nous avons donc ici

u3 u?l
9(pg)ug + - —g(pa)ua — 7 <
3 3
Pgltg — PdUd u527 f( ) u?l f( ) (234)
g9 ree 4y _ d _
pg — pd 9 Pg 9 pPd

oll ugy et ug sont reliés par une des deux solutions (2.12). En utilisant la formula-
tion lagrangienne plutdt que 'eulérienne utilisée ici, on obtient sous ’hypothése
supplémentaire que 7 — p(1/7) est une fonction convexe, que une seule des
deux relations (2.12) est compatible avec (2.34):

sipg > pa  alors  wg > ug:ug—ug= \/(pg —pd)(p% - i),
(2.35)

sipg < pg  alors  wg < ug:ug—ug= —\/(pg _pd)(p% - i)

Application aur gaz parfaits. Dans ce cas p(p) = ApY avec v > 0.
On a f(p) = 5=fit=z; "~ 9(p) = 2245~ pour v € {1,2}. (2.36)

Pour vy =2, f(p) = 2A(p Log —p),9(p)
= 2Ap Log p; pour v =1, f(p) = —A Log p,g(p) = —A.




2.3 Ondes de raréfaction

Si nous nous placons dans le cas du p-systéme avec

(pg, pgug) pour & <&
vo(z) = (2.37)
(pa; paua)  pour x> ¢,

avec pg > pg et ug—uqg = —,/(pg — pd)(pL — p%) vérifiant donc les conditions de
g

Rankine-Hugoniot (2.11); nous avons vu que bien que v(z,t) = vg(x — st),s =
%, soit solution faible de (2.1) - (2.2) elle ne vérifie pas la condition

d’entropie (2.34).
Nous allons, pour décrire la solution dans ce cas, introduire une nouvelle fa-
mille de solutions : les ondes de raréfaction (appelées dans le contexte précédant,

détentes).

Il s’agit de solutions de (2.1) et (2.3) de la forme (solution autosimilaire) :

vz, t) = w (x_g), (2.38)

ol w est une fonction réguliére. Si nous substituons (2.38) dans (2.1), il vient:

(df (w(e)) = o) =—(0) = 0. (2.39)

Il est alors légitime de chercher a priori w vérifiant 3k € {1, ..., m} tel que

Ak (w(o)) = o, (2.40)
dw
E(O’) = rp(w(o)). (2.41)

Remarquons que (2.41) entraine par dérivation de (2.40):

VA (w(e)).rg(w(o)) = ;l_g =1 (2.42)
et donc que sur la courbe w(o),
Vi (w).rg(w) # 0. (2.43)



On dit alors que le k-iéme champ est vraiment non linéaire. Dans le cas ot (2.43)
a lieu, quitte & changer le paramétrage o, il est toujours possible d’imposer
(2.42). Au paragraphe suivant nous reviendrons sur le cas ou au lieu de (2.43)
on a

VAp(w).rg(w) =0, Vw e G (2.44)

qui est le cas ol le k-iéme champ est linéairement dégénéré.

Ainsi w est une courbe intégrale du champ de vecteurs ry et (2.40) montre
que ¢ varie dans 'intervalle

[Ae(vg), Aw(va)], (2.45)

et que

w(Ak(vg)) = vy, w(Ax(va)) = vg. (2.46)

Ainsi v, et vq doivent étre sur la méme courbe intégrale (o, w(o)) du vecteur
75 et Ax(w(o)) doit croitre de Ak (vg) & Ak (va).

Si cette condition est remplie, la structure v solution de (2.1) et (2.3) ainsi
construite est la suivante

vg pour x — & < Ag(vg)t,
v(e,t) = w((x —&)/t) pour Ag(vg) € & — & < A (va)t, (2.47)

vg pour & — £ = Ap(vq)t.

Une solution de cette forme est appelée k-onde de raréfaction.

Ezemple 2.1 (suite). Ici nous avons v = (p, pu), Ay = 4 — ¢(p), A2 = u + ¢(p)
ot e(p) = /P (p);r1 = (l,u—e¢),r2 = (1,c+ u). La condition (2.43) s’écrit
cd + % # 0 (ou pp”(p) + 2p'(p) # 0) et revient & I’hypothése que 7 — p(1/7)
est strictement convexe. Etudions le cas & = 1. Puisque notre choix pour rq
n’entraine pas (2.42), nous prenons au lieu de (2.41),

dw
E(O’) = a(o)ri(w(o)). (2.48)

En utilisant (2.40), il vient alors

‘= e(wy) + wie (wy)’ (249)

10



de sorte que

dw1 _ w1
do _c(wl) + wic (wy) (2.50)

Puisque p — ¢(p) + pc’(p) ne s’annule pas, nous pouvons supposer que cette
fonction est strictement positive (sinon changer ¢ en —o et ¢ en —c¢). Ainsi
wy décroit lorsque o croit. Si nous voulons relier un état (pg, pyug) & un état
(pd, pauq), nous voyons que nécessairement p, < pg si cela se fait le long des o
croissant. Il faut aussi que A1 (pg, pgttg) < A1(pd, paua) c’est & dire

ug = c(pg) < ua—c(pa)
soit

ug — ug < c(pg) — c(pa) (2.51)
et puisque py < pq, forcément uy < ug (cette condition est nécessaire mais pas

suffisante).

Ftudions le cas k = 2. Cela revient & changer ¢ en —c et donc pg > pg et
ug+c(pg) < ua+c(pq). Ainsi ug —ug < ¢(pq) — ¢(pg), ce qui n’entraine rien sur
le signe de ug — uq.

Application aux gaz parfaits. Pour p(p) = Ap”, on a c(p)

=1 2.52
e (252
et (2.48) s’intégre en
A 1] tant (2.53)
z o = constante . )
yAap Yt 1
D’autre part (2.40) s’écrit
u— AT =0 (2.54)

Ainsi deux états (pg, pgty) et (pa, patq) peuvent étre reliés par une l-onde
de raréfaction si et seulement si

2/yA 2 oy -1 2/yA =2y -1
TP T Ug = L e v
1+~ v+1 14+ v+1

De méme ces états pourront étre reliés par une 2-onde de raréfaction si et seule-
ment si

0 (2.55)

U, =

/v A xzt —1 /v A =1 -1
Reip = T I (2.56)

11



2.4 Discontinuité de contact

Dans le cas ou 'un des champs propres est linéairement dégénéré, c’est a
dire vérifie (2.44):

VAp(v).rg(v) =0, Yvedq,

nous allons construire une nouvelle solution faible de (2.1) et (2.3). Nous aurons
une solution de la forme

vg pour x—¢& < st,
v(e,t) = (2.57)
vg pour x—¢& > st

Résolvons pour cela la courbe intégrale de 7y :

dw
{%:mww» (2.58)

w(0) = uy.

On vérifie alors que pour tout ¢ pour lequel la solution de (2.57) est bien définie,
(2.56) est solution de (2.1) et (2.3) lorsque s = Ak(vy) et ug = w(o). Remar-
quons que (2.44) entraine que Ay est constant le long de la solution de (2.57) et
ainsi Ak (va) = Ap(w(o)) = Ak(uy). La solution (2.56) est une discontinuité qui
se propage & la vitesse s = A (vg) = Ax(va).

Examinons la condition d’entropie (2.33). A cet effet, calculons (en utilisant

(2.44))

L fb(u(o)) = Aulwle)n(w(e)] = [Vi(w) - AoV (w)] de _

do I= do
= (Vy(w)df (w) — A (w) Vy(w)) e (w) = 0.

Ainsi ¢(w(o)) — Mg (w(o))n(w(o)) = ¥(vg) — sn(vy) et donc (2.33) est satisfaite

sous forme d’égalité.

Ezemple 2.2 Le p-systéme. Considérons un fluide dont la thermodynamique
est décrite par une loi p = p(p, s), p densité et s entropie spécifique. Les équations
de bilan de masse, quantité de mouvement et énergie s’écrivent

9p , 9(pw)
3t+ oz

=0, (2.59)

0
o pu ) =0, (2.60)



0 0
57 (P2) + 5 (pue + pu) = 0, (2.61)

oll ¢ = e+ %uz est I’énergie spécifique, e = e(p, s) I’énergie interne. Dans le

cas ol la loi d’état s’écrit p = (y — 1)pe (nous traiterons le cas général au
paragraphe 3) c’est & dire des gaz polytropiques, avec v > 1; on vérifie que les
valeurs propres sont u—c, u et u+c avec ¢ = /yp/p et que le second champ est

linéairement dégénéré: VAz(v).ra(v) = 0. On peut prendre ra2(v) = (1, u, %uz)
de sorte que (2.57) devient dans ce cas
dun g dws _wy dwg 1w (2.62)
do do wy do 2wy
Ces équations s’intégrent pour donner
w
wi(o) = wig + o, wa(o) = way + w—zga,
lg
() = sy + L (222’ (263)
ws(o) = w — | =] =
3 3g 9 wig
Ceci s’écrit dans les variables physiques
Ug = Ug = U, Pg = Pd = P, Pg €t pq arbitraires . (2.64)
Ainsi (2.56) s’écrit
p 1 2
(Pgs Pyt —— + 5pgu”), pOUr ¥ — & < ut,
v(e,t) = v ]_) 1 (2.65)
(pd, pau, po— + §pdu2), pour z — & > ut.

2.5 Profils visqueux

Revenons au systéme (2.26) pour lequel on cherche des solutions de la forme
v*(x,1) = w(E=2L) (s € IR est lui aussi inconnu). On vérifie aisément qu’alors
(2.26) est équivalent a:

(A(w) = sTyw, = (D(w)wy)y (2.66)

ou y décrit IR. La notion de profil visqueux correspond physiquement a la si-
tuation ot I'on désire décrire une solution discontinue du systéme de lois de
conservation (2.1) du type choc (voir (2.10)) par une solution continue qui
transitionne de 1’état de gauche v, vers I’état de droite vy sur une distance
trés petite €. Dans ces conditions, il est naturel de chercher des solutions de

13



(2.66) qui vérifient w, — 0 lorsque y — £oo. Imposons pour fixer les idées que

f_-l_:j |wy|dy < oo, de sorte qu’il existe deux vecteurs, notés vy et v4 qui sont tels
que vy = ylir_noo w(y) et vg = yl}l_rl_noo w(y). Puisque (A(w)—sl)wy, = (f(w)—sw)y,

on déduit de (2.66) que:
f(w) = flvg) = s(w —vg) = f(w) = f(va) = s(w —va) = D(w)wy ,  (2.67)

et que forcément (2.10) a lieu. Réciproquement, étant donné un triplet (vg, v4, 5)
vérifiant (2.10), si w est solution de ’équation différentielle :

D(w)wy = f(w) = fvg) = s(w —vg) (2.68)
avec les conditions aux limites lim w(y) = vy, et lim w(y) = vg, alors
y——00 y—++oo

vt (x,t) = w(x_a”) est solution de (2.26). Lorsque la matrice D(w) est inversible,
(2.68) est une équation différentielle résolue et la recherche de profils visqueux
est, en langage des systémes dynamiques, la recherche d’orbites hétéroclines
pour I’équation différentielle :

wy = D(w) ™! (f(w) = [(vg) = s(w = vg)) , (2.69)
reliant les deux points critiques vy et vg.
Par contre, lorsque la matrice D(w) n’est pas inversible, et il en est trés sou-
vent ainsi en mécanique des fluides ot ’équation de conservation de la masse
ne contient pas de termes visqueux, (2.68) est le couplage d’une équation algé-
brique :

fw) — fvg) — s(w — vy) € Image(D(w)), (2.70)
et d’une équation différentielle. Dans les cas concrets, on tiche de paramétrer

explicitement les solutions de (2.70) et on raméne |4 encore (2.68) a une équa-
tion différentielle résolue.

Ezxemple 2.1 (suite). Condidérons & nouveau le p-systéme (2.27) avec éven-
tuellement une viscosité un peu plus générale :

ou  O(pu)
at + or 0
(2.71)
dpu) | Apuw’+pp) O \Ou
ot + Ox = o ((p) 39:)’
ott u(p) > 0. Dans ce cas, le systéme (2.68) s’écrit :
0= pu— pgug — s(p — pg),
o (2.72)

g, = pu’ +p(p) = pguy — plpg) — s(pu — pyug) .

La premiére équation est justement (2.70). On en tire, par exemple u en fonction
de p et en reportant cette valeur dans la seconde équation, on obtient bien une
équation différentielle résolue g—Z = F(p). La encore une seule des deux relations
(2.12) n’est possible comme il résulte d’une étude des variations et on obtient
que seul le choix (2.35) donne lieu & Iexistence d’un profil visqueux.
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2.6 Formulations non conservatives

Examinons I’effet d’un changement de variable sur (2.1):

v==a(w),w = P(v). (2.73)

Si v est une solution de classe C'1 et si ¢ (ou ) est de classe C?, il est immédiat
de vérifier que

o TBw5- =0, (2.74)
B(w) = Vé(w) T A(é(w)) Ve (w), (2.75)
A(v) = VF(v) =" df(v)  Aij(v) = gfj (v). (2.76)
Notons que (2.74) s’écrit aussi
B(w) = Vi (¢(w))A(é(w)) Ve (w). (2.77)

En général, (2.73) n’est plus sous forme conservative :

Jw n dg(w)

=0 (2.78)

aB,k)
oWt )ik igm
€s onc la forme non conservative qui est stable par difféomor 1sme.
Cest donc la f five qui est stable par difféomorph

(il en serait ainsi si pour tout ¢, la matrice ( était symétrique).

Lorsque I’on considére des solutions réguliéres de (2.1), il est équivalent de
travailler sur (2.73). Il en sera ainsi pour les ondes de raréfactions et disconti-
nuités de contact mais bien entendu, les ondes de choc ne sont solutions que de
(2.1).

Pour des raisons calculatoires, il peut étre plus interessant de travailler sur
des variables non conservatives (par exemple densité, vitesse et pression en dy-
namique des gaz). Observons alors que (2.74) assure que les matrices A(v) et
B(w) (avec (2.65)) ont les mémes valeurs propres et leurs vecteurs propres se
correspondent par la matrice Vip(v). Plus précisément, si A(v) et r(v) sont tels
que

A(w)r(v) = AMw)r(v), (2.79)



alors

B(w)(V(v)r(v)) = M) Vi (0)r(v). (2.80)

De la méme maniére, lorsque ’on cherche & résoudre le probléme des ondes
de raréfaction, c’est & dire (2.40) - (2.41), il est équivalent de résoudre

Ae(W () = o, (2.81)

aw
do

avec Ax (W) = Mg (¢¥(w)), R (W) = Vp(w)rg (¢(w)).

Il se trouve qu’un choix judicieux de ¢ peut rendre (2.82) trés simple & inté-

(0) = R (W (o)), (2.82)

grer. Ces remarques restent valables pour (2.57) qui décrit les discontinuités de
contact. Voir au paragraphe 3.3.2 pour une application & la dynamique des gaz.

3 Dynamique des gaz

3.1 Généralités

Considérons un fluide dont la thermodynamique est décrite par une loi p =
p(p, s) ol p est la densité et s I’entropie spécifique. Les équations de bilan de
masse, quantité de mouvement et énergie s’écrivent

9p  Opu) _
o T or 0 (3:1)
d(pu) 9 2 _
o T g T p) =0, (3.2)
olps) | 0 _
5 + 8—x(pu6 + pu) =0, (3.3)

ol ¢ = e + fu” est la densité d’énérgie et e = e(p, s).
Il existe une fonction T'= T'(p, s) (la température) telle que la forme diffé-
rentielle T'ds + [%dp est la différentielle de la fonction e:

p
Tds = de — p—zdp. (3.4)
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Notons alors v = (p, pu, pe) les variables conservatives pour (3.1) de sorte
que p peut aussi étre vue comme une fonction de v. Calculons les (,?Tp qui inter-
viennent dans le calcul de la matrice jacobienne du systéme (3.1) - (3.3). A cet

effet, notons

_op _op
Pe=3, (pr8), P = 5-(py5). (3.5)
Nous avons e = & — 2Uv_§2 de sorte que (3.4) entraine
2
1
Tds = (“_g - p+2”3) dvy — “dvy + —dus. (3.6)
vy vy U1 U1
Puis en écrivant dp = 2?21 g—qf’ldvi = p,d, + psds, il vient
Jp 1.1, p
= —(zu" —e——)ps, 3.7
81)1 pp T (2U € p)p ( )
Op u
i 3.8
01 Pk (3.8)
Op 1
— = —ps. 3.9
s — T (3.9)

Ainsi la matrice jacobienne A(v) =' df(v) s’écrit

0 1 0
Aw)y=| K —u? (2—ku k (3.10)

w(K—H) H-—ku?> (1+k)u

ou 'on a posé

(3.11)

Rappelons que le second principe entraine que

dp dp
(35)p>0’ <8p)s>0' (3.12)
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Les valeurs propres de A(v) sont

M) =u—c, Aa=u, Az=u-+e, (3.13)

et on peut prendre comme vecteurs propres associés:

r(v) = (1,u— ¢, H— ue), (3.14)
ro(v) = (1, u, H — c*/k), (3.15)
ra(v) = (1,u+ ¢, H 4 ue). (3.16)

La base duale (vecteurs propres de df(u)) est alors:

li(v) = 2%([( + uc, —ku — ¢, k), (3.17)
c
k 2
la(v) = c_Z(H —u” u,—1), (3.18)
[
l3(v) = ﬁ(ﬁ — uc,—ku+c, k). (3.19)

Le second champ est linéairement dégénéré :

1 1
VAo (v) = Vou =V, (v_z) = (—v—g, —,0) = ;(—u, 1,0)

v1

est constamment orthogonal & r2(v):

VAa(v).ra(v) = 0. (3.20)

L’équation différentielle associée aux discontinuités de contact est alors

dp du 5 de 9
Y =1 — = — =p— k. 21
do "do 0.0 do p=c/ (3.21)

Entropie mathématique pour le p-systéme.
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Nous avons considéré la loi d’état sous la forme p = p(p, s). Dans ce para-
graphe nous prenons le parti d’inverser cette relation sous la forme s = s(r,¢)
ot de = T'ds—pdr, 7 = 1/p. Le second principe de la thermodynamique entraine
alors que

la fonction (7, e) — s(r,e) est strictement convexe . (3.22)

On montre alors (voir Godlewski-Raviart [4]) que cette propriété est équivalente
a

2

v n(v) = —vrs(1/v1, (vs — 52—%)1)1) est strictement convexe . (3.23)
1

Calculons alors %}l pour des solutions réguliéres de (3.1) - (3.3). Puisque

n(v) = ps(p,e) avec §(p,e) = s(1/p,e), il vient

On(v) | Om(v)u) _ 9(ps)  I(pus) 05 95
o T o o o T Mo (3.24)
D’autre part Tds = de 4+ pd(1/p) et donc
s s Oe 9(1/p) Oe 9(1/p)
T_ = _ _ _
TR _p<8t T )t e TP e ) T
_ Olpe) | Olpue) | Ou _
ot + Ox +p3x =0
Ainsi revenant 4 (3.24) on a
In(v) | 0v(v) _
o+ e =0 (3.25)
ou
__ _lv
P(v) = —vas(1/v1, (vs 5 US)/vl)). (3.26)
1
La fonction — ps est donc une entropie strictement convexe pour (3.27)

(3.1) — (3.2), associée au flux — pus.



3.2 Applications aux gaz parfaits

Dans ce cas, la loi d’état s’écrit

p=0plp,s) = Kp” exp %, (3.28)
ol R est la constante des gaz parfaits, v > 1 et K deux constantes. Ici
T:Rip,e:ﬁ,&:%p,[(:7;1u2,k:~y—1. (3.29)
La matrice A(v) vaut avec H = % + (szl)p
0 1 0
Av) = 72;3112 3—v)u y—1 1. (3.30)

u (%uz —H) H-(y-1u’ ~u
Les éléments propres sont
ri(v) = (1,u— ¢, H — ue),

C2

7“2(1)) = (I’U’H_ - 1)’

ra(v) = (1, u+ ¢, H + ue),

1 -1
ll(v):ﬁ<72 uz—i—uc,—('y—l)u—c,'y—l),

1 -1
l3(v) = ¥ (PyTuz—uc,c— (y — Du,y— 1).

L’entropie mathématique (v) et son flux sont donnés par les expressions

n(v) = —p Log (p/p"), (3.31)

¥(v) = —pu Log (p/p?), (3.32)
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et le long des solutions faibles de (3.1) & (3.3) nous exigerons que

D (o Log (p/5")) + =(pu Log (p/s")) > 0. (3.33)

at 7
Comme nous 'avons déja observé, les discontinuités de contact sont des
solutions de la forme

p Py pd
u | (2,t) = u pour & < ut, | u pour x > ut (3.34)
p p p

oll pg, pd, t et p sont des constantes arbitraires. En fait ces solutions sont des
cas particuliers d’une famille plus générale de solution :

(o, u, ) (@,) = (po(x — ut), u, p) (3.35)

ol u et p sont des constantes arbitraires et py est une fonction quelconque.

Un modéle relativement proche du gaz parfait est celui ot la loi d’état est

. Op )W (y—Ds
=plp,s) = K| —F———] exp ———"— 3.36
p=plp,s) (1—(1—9)/)//)1 P (3.36)
(mélange “gelé” de deux fluides, I'un compressible I’autre pas). Dans ce cas, si
I’'on inFroduit la fonction de p : w(p) = W [’ W(Ug)# ot m(p) = W,
on obtient
wlpp 5 _ P 0 w(p)p y—1
T = , 0= — €= k= .
Rp p 1=(1=0)p/p (y="1p w(p)
3.3 Ecoulements multidimensionnels
3.3.1 Variables conservatives
Dans ce cas les équations s’écrivent
0
9P 4 div(pu) = 0, (3.37)
ot
0
%—i—div(pu@u—l—pl) =0, (3.38)
0
% + div(peu 4+ pu) = 0, (3.39)
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olt ¢ = e+ 5|ul? et u est un vecteur de IR",n=1,2 ou 3.

Ce systéme a la forme

af;
Z g% = (3.40)

avec v € Rn-l—zav = (papula "'apunapg)
Yz wili(v) = (3.41)
(puw, p(uw)u; + pwi, ..., p(uw)uy, + pwn, (pe + p)(uw)),Vw € R". ’

Le premier membre de (3.41) est noté f(v,w) et on note A(v,w) la matrice de

dy f(v,w)):

w) =Y widfi(v). (3.42)
i=1
Les valeurs propres de A(v,w) sont

A(v,w) = ww — |wle,
Az(v,w) = .. = Mg (v, w) = v, (3.43)
Anta(v,w) = uw + |wle.

Les vecteurs propres associés peuvent étre pris égaux a
r(v,w) = (1,u — cw, H — uwe),
Pppa(v,w) = (1,u+ cw, H + uwe),
rz(v,w) =(l,u,H - cz/k'), (3.44)

ra(v,w) = (0,91, u.C),
7“”+1(U w) = (OaQn—lau~Qn—1)a

ol €2, ...,€,_1 est une base orthonormale de I’hyperplan orthogonal & w.

La base duale est alors

ll(v,w) = % ([( + %C —ku — |w|2ak) )
hisa(,0) = ot (K — e, —ku+ 25 k) (3.45)

lz(v,w) = ck_2(H - |U|2,U,—1)

13(1),(.0) = (—U.Ql,Ql,O),
3.46
{ ln+1(v,w) = (—U.Qn_l,Qn_l,O). ( )
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Ceci résulte de Iécriture de A(v,w):

0 w 0
Avw)=| Kw—uwu uQ@uw—hkw®@utwul kw , (3.47)
(K — Huw Hw—k(uw)u (14 kuw

et la matrice a @ b est (a @ b);; = a;b; (Li; = ds5).

3.3.2 Varilables non-conservatives

Comme nous I’avons mentionné au paragraphe 2.5, il peut étre judicieux de
travailler en variables non conservatives.
Commengons par écrire (3.37)- (3.39) en variables w = (p, u, s) avec s donné
par (3.4). Il vient

%-I—(U.V)p—l—p div u =0, (3.48)
u 2
— 4+ —Vp+ (u.Vu+kTVs =0, (3.49)
ot P
Os

ol rappelons que ¢? = (g—’;)s . k= pLT (%)p.

Dans ce cas la matrice B(w,w) est

UWw  pw 0
e ywl kTw |, (3.51)
0 0 U.w

Les valeurs propres sont inchangées comme il se doit :

M= uw—|wle, Ao = o = Apg1 = uw, Apyo = ww + |wle,

alors que les vecteurs propres associés sont

Ri(w,w) = (p, —cw, 0),
Rn+2(W,W) = (pa Cwao)a

o = ((22) 0-(2) ). 559

Rs(w,w) = (0,€4,0),
R,H_l(w,w) = (O,Qn_l,O).
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Nous pouvons aussi décider de prendre (p, u,p) = @ comme nouvelles variables

de sorte que (3.37) - (3.39) (ou (3.48) - (3.50) s’écrit

%—I—(U.V)p—l—p div u=0, (3.53)
Ou 1
it Yt Vp=0, (3.54)
g—f +cp divu+ (u.V)p=0. (3.55)

LA la matrice B(ﬁ;,w) est

UW  pw 0
0 uwl . (3.56)
0 pw uw

Les valeurs propres sont toujours les mémes (!) et les vecteurs propres s’écri-
vent

Ri(w,w) = (1 - ?
~1(,) (1, ] ),
Rn-I—Z(waw) = (1,—,62),

o ple| (3.57)
Ra(w,w) = (1,0,0),
R3(w’w) = (0,91,0),
Rn+1(u~;,w) = (O,Qn_l,O).

3.4 Résolution du probléme de Riemann

Placons nous dans le cas monodimensionnel, dans le cas des gaz parfaits
polytropiques. Les équations sont (3.1) - (3.3) avec la loi d’état (3.28) ce qui
conduit aux relations (3.29).

Nous cherchons & résoudre (3.1) - (3.3) avec un état initial

| (pg,ug,pg) pour z < 0,
(P, p) (. 0) = { (pd, wa, pa) pour x > 0. (8.58)

Pour cela nous dirons que une solution de (3.1) - (3.3) est admissible si elle est
constituée d’un nombre fini d’états constants séparés soit par une détente, soit
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par une discontinuité de contact soit par un choc et si c’est une solution faible
entropique. Avec cette définition on a le résultat suivant

Théoréme 3 (Smoller [3]): Il existe une solution admissible du probléme de

Riemann (3.1)-(3.3) avec la loi d’état (3.28) et la donnée initiale (3.58) si et

seulement st
Ug — Uy < 2z (1 /'y& + 'y&) . (3.59)
v -1 pa N g

De plus cette solution est unique dans la classe des solutions admissibles.

Remarque Si la condition (3.59) est violée, il se crée une région ot p s’annule
identiquement (vide).

Nous allons dans ce qui suit construire la solution en question. Nous aurons
typiquement deux cas (symétriques). Dans le premier la solution a la structure
suivante. Tout d’abord on passe de (pgugpy) & (pj,u”,p*) par une 1-onde de
détente, puis de (p}, u™,p") a (pj, u*, p”) par une discontinuité de contact, enfin
de (pk,u*,p*) & (pa,ud,pa) par une 3-onde de choc. Dans le second cas on
commence par un l-choc et on termine par une 3-détente. C’est la condition
d’entropie qui interdit de commencer par une 3-onde (en général).

3.4.1 Ondes de choc

Sil’on souhaite relier deux états (pq, uq, pa) et (pg, ug, pg) & droite et a gauche
par une onde de choc qui satisfasse la condition d’entropie, on a deux cas pos-
sibles.

(1) Sipa > pg alors il s’agit d’une 1-onde de choc et cela est possible si pour
un certain z < 0:

pd:e_xpga
e+ g 6_1—1—7
N N R (3.60)

2 1—e7 —1
PSP AV Sl Sk N 177}
Y=1/1+Ge" 2y Py

(i) Sipg > pq alors il s’agit d’une 3-onde de choc et cela est possible si pour
un certain z < 0:

Pd = expga
_ e+
Pd = 1+66_x Pg> (361)
2 -1
—_— VT e

e
Iy — 1 /T Be”
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3.4.2 Ondes de raréfaction (détentes)
Si on souhaite relier deux états par une détente on a deux cas possibles.
(1) Sipa < pg alors il s’agit d'une 1-onde de raréfaction et cela est possible si

pour un certain z > 0

Pd :pge_xa
Pd = Pge_;a

Ug— Uy = cgm(l —e 7).

(3.62)

(i) Sipg > pg alors il s’agit d’une 3-onde de raréfaction et cela est possible si

pour un certain z > 0

bl

Pd = Pge€
Pd = pg€”,

E (3.63)

2

Uad —Ug = Cgm(em -1

3.4.3 Discontinuités de contact
Dans ce cas seule la densité présente un choc et donc il suffit que pour un

certalin z € IR :

Pd = Pg, pd = pge”, uqg = Ug. (3.64)

3.4.4 Construction de la solution du probléme de Riemann

On se donne deux états (pg, ug, pg) €t (pa, ua, pa) vérifiant la condition (3.59).

Soit alors h(z),z € IR la fonction

2

—1(1 —e ") 2 20,
N —

ha)=9q 27 1-c* (3.65)

’x ~
Y= 11+ Be=*
On introduit alors les trois nombres
A=Ll p=Pd o7l (3.66)
Py Py Cyg

On commence par résoudre 1’équation
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B
h(z1) +4/ (1 + LogB) = C. (3.67)
La condition (3.59), qui s’écrit
2 B
— |1 — C 3.68
~v—1 ( + A) > G (3.68)

et le fait que h est strictement croissante assurent que (3.67) posséde une et une
seule solution.

Puisque 'on dispose de #1, on peut prendre

r3 =21+ LogB. (3.69)

Enfin on pose

22 = LogA + Logf(xs) — Logf(z1) (3.70)
ou
e sia > 0,

flx) = B+e” . (3.71)
15 ger stz <O0.

La solution du probléme de Riemann est alors une 1-onde de paramétre x;
(onde de choc si 21 < 0, détente si #; > 0), puis une discontinuité de contact de
paramétre x5, puis une 3-onde de paramétre x5 (onde de choc si #3 < 0, détente
si zz > 0).

Résumons donc cette résolution. On suppose (3.59).

(ler cas) pq > py

(i) si

2 P)VT_I pd
— 1= > 4 —(ug — uy),
7—1( (pd ) e 2

On a une 1-détente de paramétre 1 > 0 puis une discontinuité de contact
de paramétre xs puis un 3-choc de paramétre z3 < 0.
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(ii) si

2 P)VT_I pd
—— (1= (= <y ——(ug — ug),
7—1( (pd ) e 2

on a un l-choc de paramétre 1 < 0 puis une discontinuité de contact de
paramétre x5 puis une 3-détente de paramétre z3 > 0.

(28me cas) pq < py.

(i) si

2 12
Voo B > (g — )y [
v—=1 /14 a$lrg Pd

y—=1pa

1-détente de paramétre z; > 0, discontinuité de contact, pour 3-choc.

(ii) si
2y — pd
<(ud—ug) —,
v=1 /14 2¥Llps Pd

y=1pa

1-choc de paramétre z; < 0, discontinuité de contact puis 3-détente.
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