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Le problème du recalage d’images consiste à estimer des déformations spatiales entre deux (ou
plusieurs) images. Dans ce stage, on propose de s’intéresser au recalage d’images 2D ou 3D dans le cas
où la correspondance spatiale est donnée par une transformation euclidienne de l’espace. Plus précisé-
ment, si on identifie une image (2D ou 3D) en niveaux de gris à une fonction f : R

d → R à support
compact (avec d = 2 ou d = 3), le problème du recalage rigide entre deux images f1 et f2 consiste à

trouver la transformation euclidienne (Â, b̂) ∈ SO(d)× R
d qui minimise le critère L2 suivant

(Â, b̂) = argmin
(A,b)∈SO(d)×Rd

∫
Rd

| f1(x)− f2(Ax + b) |2dx. (1)

où SO(d) est le groupe des matrices A de rotation d × d (i.e. telles que AAt = Id et detA = 1), et R
d le

groupe des translations.
L’objectif du stage est de trouver des méthodes numériques rapides pour minimiser le critère (1).

Les principales difficultés proviennent de l’évaluation numérique de l’intégrale sur R
d et du calcul de

l’image transformée f2(Ax + b) pour (A, b) ∈ SO(d) × R
d. Une approche possible est de réduire la

dimension du problème (1) par des techniques de lissage des images, et d’utiliser des méthodes de
calcul rapide de la transformation euclidienne d’une image. Pour cela, on propose d’utiliser une notion
de transformée de Fourier sur le groupe de Lie SO(d)⋉R

d des transformations Euclidiennes de R
d, où

⋉ est le produit semi-direct de deux groupes.
Afin d’illustrer l’approche envisagée dans ce stage, on peut considérer le problème (plus simple) de

l’estimation d’une translation entre deux images

b̂ = argmin
b∈Rd

∫
Rd

| f1(x)− f2(x + b) |2dx. (2)

Soit ω ∈ R
d et définissons les transformées de Fourier des images f1, f2 par

f̂1(ω) =
∫

Rd
f1(x) exp(−iωtx)dx et f̂2(ω) =

∫
Rd

f2(x) exp(−iωtx)dx. (3)

En utilisant le fait que la translation d’une image correspond à un changement de phase dans le domaine
des coefficients de Fourier i.e.

∫
Rd

f2(x + b) exp(−iωtx)dx = f̂2(ω) exp(iωtb) (4)

et par l’égalité de Parseval, la minimisation (2) est équivalente à minimiser le critère suivant

b̂ = argmin
b∈Rd

∫
Rd

| f̂1(ω)− f̂2(ω) exp(iωtb) |2dw. (5)

Une étape de lissage (ou réduction de dimension) est alors de considérer quelques vecteurs de fréquence
(bien choisis) w1, . . . , wn ∈ R

d (avec n ≥ 1) pour construire le problème de minimisation

b̂n = argmin
b∈Rd

n

∑
k=1

| f̂1(ωk)− f̂2(ωk) exp(iωt
kb) |2,

qui est plus simple à résoudre que le problème de minimisation original (1).

Il est possible de généraliser la transformée de Fourier usuelle (3) et la propriété (4) au cas de fonction
f définies sur un groupe de Lie (compact) et à valeur dans R via la théorie de l’analyse harmonique sur



des groupes (nous renvoyons à [1] pour une introduction à la transformée de Fourier sur des groupes
de Lie et à [2, 3, 4] pour des applications en imagerie).

Dans de ce stage, il est proposé de montrer comment utiliser une notion de transformée de Fourier
sur SO(d)⋉R

d (dans le cas d = 2 puis d = 3) pour résoudre un problème de recalage rigide entre deux
images. Le principal objectif du stage est de mettre en oeuvre numériquement ce type de méthodes.
Ce stage se situe dans le cadre d’une collaboration avec une équipe de chercheurs en biologie (Institut
des Technologies Avancées en sciences du Vivant - ITAV, Canceropôle de Toulouse) qui travaillent sur
l’étude de séquences 3D d’images dont l’analyse nécessite une étape de recalage rigide. A plus long
terme, le projet est de développer une boite à outils pour le recalage rapide d’images 3D qui serait
incorporée dans des logiciels de traitement d’images.

Les outils mathématiques nécessaires à la bonne compréhension de l’approche proposée dans ce
stage sont les notions classiques d’analyse de Fourier dans L2(R), de géométrie sur des groupes de
Lie de dimension finie (exponentielle de matrices, algèbre de Lie), ainsi que des notions d’optimisation
numérique (descente de gradient) et de transformée de Fourier discrète. Le stage pourra commencer
par une étude bibliographique sur ces sujets.
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